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Turma:

- Todas as resolugoes devem incluir os calculos e raciocinios usados para obter a solucgao.

- No cabegalho da folha de rascunho, escreva seu nome.

- No rodapé direito, confira a ordem das folhas, e escreva “Pagina n de m”, paran e m € N.

- Se for o caso, consideraremos valores ja calculados em outras questoes, basta indicar e justificar.

1. Demonstre, ou refute:

(a)

Vn>1,n €N, n®=n (mod 3)

Resposta:

Demonstragao por casos. Verificar a congruéncia para os 3 unicos residuos possiveis r € {0, 1, 2}.
Como qualquer nimero natural se reduz a um residuo, os outros casos decorrem destes trés casos:
Caso 1: 7 = 0. Note 0 = 0 (mod 3), dado que (0 mod 3) = (0 mod 3) pela defini¢ao de congruéncia.
Caso 2: r = 1. Note 13 = 1 (mod 3), dado que (1 mod 3) = (1 mod 3) pela defini¢io de congruéncia.

Caso 3: r = 2. Note 23 = 2 (mod 3), dado que (8 mod 3) = (2 mod 3) pela defini¢do de congruéncia.

Demonstragao por indugao simples alternativa.
Passo Base: Para n = 1, note que para 12 = 1 (mod 3), temos que 1 = 1(mod 3).
Passo Indutivo:
Suponha um arbitrario k € N, tal que k* = k (mod 3). Logo, pela defini¢io de equivaléncia modular,
temos que 3 | (k3 — k). Ou seja, pela definicio de divisibilidade:
(HI) Jwq € Z, K —k= 3wy
- Portanto, temos que provar que Jwo € Z,(k+1)3 — (k+ 1) = 3wy
(k+1)3—(k+1) =k +3k>+3k+1—-k—1
=k*+3k*+3k —k
= (k* — k) + 3k* + 3k
= 3wy + 3k? + 3k, pela HIL.
= 3(wy + k% + k)
= 3wy, onde wy =wy + k2 +kewy €Z
Pela definicdo de congruéncia, temos que (k + 1)3 = (k + 1) (mod 3). Portanto, é verdadeiro que
Vn >1,n € N, n® =n (mod 3).

Yn>1,neN, 9| (4" +6n—1).
Note que uma hipdtese pode ser utilizada mais de uma vez, ou podemos demonstrar lemas auxiliares.
Resposta:
Demonstragao por indugao simples.
Passo Base: Para n = 1, note que para 9 | (4! + 61— 1), temos que 9 | 9.
Passo Indutivo:
Suponha um arbitrério ¥ > 1 € Z, tal que 9 | (4* + 6k — 1). Ou seja, pela definicio de
divisibilidade:
(HI) Jw; € Z, (48 + 6k — 1) = 9wy
- Portanto, temos que provar que Jwsg, 4Tt +6(k +1) — 1 = 9wy
41 1 6(k+1)—1 =4-4846k+6—-1
=3-4F + (4F + 6k —1)+6, pois 4-4F =3 . 4% + 1. 4%
= (4% + 6k — 1) + 3 - 4k + 6, ajustando os termos.
= 9wy + 3 - 4* + 6, pela HIL

= 9wy + 3(9wy — 6k + 1) + 6, pela HI, pois se segue de 4% = 9w; — 6k + 1.

= 9wy + 27wy — 18k +3+6

= 36w, — 18k + 9

= 9(dwy — 2k +1)

= 9wo, onde wo = 4wy — 2k +1 e wy € Z
Pela definicao de divisibilidade, temos que 9 | (4**1 +6 - (k +1) — 1).
Portanto, é verdadeiro que Vn € N, 9| (4™ + 6n — 1).

/2,0 pts)

/2,0 pts)



2. Sabendo que o procedimento de criptografia RSA segue os seguintes passos:

Algoritmo para Geragao de Chaves. A comunicagdo entre a Alice e o Beto é realizada da seguinte forma:
(1) Gere dois nimeros primos aleatérios p e ¢ (distintos)
(2) Calculen=p-q
(3) Calcule p =(p—1)-(¢—1)
(4) Escolha um nimero e, tal que mde(e,¢p) =1lel <e < ¢.
(5) Calcular o inico nimero d (inverso de e médulo ¢) 1 < d < ¢, tal que e -d = 1( mod ¢).
(6) A chave privada é d e a chave ptblica é o par ordenado < e, n >.

Algoritmo para encriptar. Para encriptar uma mensagem m para Alice, Beto faz o seguinte:
(1) Obtem a chave ptiblica (auténtica) de Alice (e,n)
(2) Representa a mensagem m como um inteiro em {0,1,2,..n — 1}.
(3) Calcula ¢ = m® mod n
(4) Envia o texto encriptado ¢ para Alice.

Algoritmo para desencriptar: Alice faz o seguinte com a mensagem de Beto:

Entrada: texto encriptado ¢, chave privada d

Saida: texto claro m Para recuperar o texto claro m a partir de ¢, Alice faz o seguinte:
(1) Utiliza a chave privada d para calcular o texto claro m:

m = c% mod n

Considere o sistema RSA com os seguintes parametros p=5,¢ =23 e e = 27.

(a) Determine as chaves privada e piblica do usudrio. (/2,0 pts)

Resposta: Chave publica: (e,n) = (27,115).
Chave privada: Calcular nico inverso menor positivo de e médulo ¢, tal que e - d = 1( mod ¢).

27 =0-8 + 21=27=27-0-88
8 =327 + 7T=7=88-3-27
27 =37 4+ 6=6=27-3-7

7T =16 + 1=1=7-1-6

6 =6-1 4+ 0

Logo, mdc(27,88) = 1.
Algoritmo para céalculo de MDC e constantes s e ¢ do Teorema de Bézout:
[ a] b[bdiva|bmoda | s’ [t |[s=t-s'(bdiva) [ t=5|

27 | 88 3 71 4|-1 -13 4
7|27 6 -1 1 4 -1
6| 7 1 11 1] 0 -1 1
1| 6 6 0| 0] 1 1 0
0] 1 - - - - 0 1

Relagao de Bézout: mdc(27,88) = 1 = (—13) - 27 + 4 - 88. Dessa forma, o coeficiente s é -13.

Como a chave privada deve ser o tinico menor inverso positivo de e médulo ¢) 1 < d < ¢, tal que
27-d = 1( mod 88). Assim temos que calcular:

—13 mod 88 = (—13) — [ 52| -88
— (—13) — [(Z0,14.) - 88
= (~13) — (—1) - 88
= (—13) + 88 = 75.
d="T5.
(b) Desencripte o texto cifrado ¢ = 32 para Alice. (/3,0 pts)

Nossa tarefa é desencriptar a cifra calculando com d = 75,n = 115 e ¢ = 32:
m = c¢? mod n

Especificamente,
327 mod 115

Note que a base 32 = 2°. Assim, considerando que agora, teremos o expoente 5 - 75 = 375. Aqui note que
o médulo é co-primo com a base, 115 L 2, assim usaremos o Teo. de Euler sabendo que

2¢11%) = 1(‘mod 115)



(2°)7 mod 115 = 2375 mod 115
— (25%). 223 mod 115, j4 que 375 = 4 * 88 + 23
= 1*.2% mod 115, dado que 2¢(*'%) =1 (' mod 115)
= (21 22.2%.28.2%) mod 115, pois note que 223 =21 .22.24.28.928
= (2'-4-16-16-16%) mod 115
= (21-4-16 - (256 mod 115) - (256 mod 115)) mod 115
= (21-64-26-26) mod 115
= (128-26- 26) mod 115
(13-26-26) mod 115
(13-101) mod 115
= 1313 mod 115
=48

3. Qual o menor valor positivo que satisfaz esta congruéncia linear? (. /1,0pt)

81z = 12 (mod 264 )

Resposta: Note que 81, 12 e 264 sao divisiveis por 3, e que mdc(3,264) é 3.
3 =0-264+3
264 =88-3+0

Portanto, convertemos nosso problema em:

27z =4 (mod 88 )

Pelo item (a) da questdo anterior temos que o inverso positivo de 27 médulo 88 é 75. Portanto,
27x-75 =4-75 ( mod 88 )
x =300 ( mod 88 ), pois 27-75 =1 ( mod 88 )
x mod 88 = 300 mod 88, pela definicdo de equivaléncia modular.
z mod 88 =36

4. Apds muitos conflitos politicos no Brasil em 2019, os illuminatis decidem terceirizar uma intervencdo (/1 pt extra)
militar e contratam um general chinés, que ficou encarregado de chefiar 500 soldados brasileiros antes de
uma guerra civil, como para ele os ocidentais sao todos muito parecidos, ele tinha uma certa dificuldade
em conté-los. Seguindo uma intuigao ancestral, apés a guerra civil, o chinés alinhou os soldados em fileiras
de 6 em 6 de forma que sobraram 3. Quando ele alinhou os soldados em fileiras de 7, também sobraram
3 soldados. Por fim, alinhou em fileiras de 11 e sobraram 5. Quantos soldados o general tinha no final?

Considerando,

u = (ug - Mf(ml) + Uy - Mép(m2) 4+ U Mf(mr)) mod m
m=6-7-11 =462

=3 (mod 6 )

=3 (mod 7)

x =5 (mod 11 )

p(m1)
3-M;=3- (m> U =3 (42)7) _ 3,772 ;mod 462 = 35929 mod 462 = 231

¢(mz2) ) )
3.-My, = 3- (mﬂ) Y23 (492)°7) 2 3665 mod 462 = 3 - (662)° = 3(4356)° mod 462 =
3-(198)3 mod 462 =
3. 7762392 mod 462 = 3 - 330 mod 462 = 66
(ma)
oMy =5 ()77 =5 (42)7" mod 462 = 5420 mod 462 = 5 (42°)° mod 462 =

5-1764° mod 462 = (5 - 378% - 378%) mod 462 = (5 - 126 - 42) mod 462 = (168 - 42) mod 462 =
7056 mod 462 = 126

x = (231 + 66 + 126) mod 462 = 423

Verificando temos que

423 mod 6 = 3
423 mod 7 =3
423 mod 11 = 5

Portanto, ficaram 423 soldados.



— Propriedades e Teoremas —

Soma modular. Sejam a, b e n inteiros e n > 1, entao

a+b=((ad mod n)+ (b mod n)) mod n

Multiplicagao modular. Sejam a, b e n inteiros e n > 1, entao

a-b=((a mod n)- (b mod n)) mod n

Exponenciacao modular. Sejam a, b e n inteiros e n > 1, entdo
a™ = ((a mod n)™) mod n
Regra do cancelamento I. Sejam a,b,c,n € Z, com n > 0. Se ¢ 1L n, entao
ac = be (mod n) se, e somente se, a = b (mod n)
Regra do cancelamento II. Sejam a, b, ¢, n inteiros, com n > 0, entao

ac = be (mod n) se, e somente se, a = b (mod

)

mdc(e, n)
Resolvendo Congruéncias Lineares. Sejam a,b,n inteiros, com n > 0, e seja d := mdc(a,n). Se

d | b, entéo a congruéncia ax = b (mod n) possui uma solugéo z, e qualquer inteiro z’ é também solugéo
se e somente se =z’ (mod %).

Inverso Modular. Dizemos que, para um inteiro positivo n e um inteiro a, temos que a, ! é o inverso
de a médulo n se este é o menor inteiro positivo que satisfaz

a-a,' =1 (mod n)
Pequeno Teorema de Fermat. Para qualquer ntimero primo p e a € Z, sendo p  a, entéo
a?”t =1 (mod p)

Método de computar a Totiente. Se n = p;'... po~ é a fatoracdo de n em primos, entdo

o) = [T o= =n [0 - )

Teorema de Euler. Para quaisquer a,n € Z, sendon > 0 e a L n, entao
a®™ =1 (mod n)
Teorema Chinés dos Restos. Sejam mq,mao, ..., m, inteiros positivos tal que
m; L my, quando j # k
Sejam uq,us, ..., u, inteiros, entao ha um tnico inteiro u que satisfaga as condigoes
0<u<m e u=u; (modm;), paral<j<r

Assim, o nimero que satisfaz tais condicoes é

u = (u - Mf(ml) + ug - Mf(mQ) + oo 4wy - ME)) mod m

m
my

i
em que m = [[ m;, M; =
i=1

Alternativamente, o nimero pode ser determinado como

u=uy My -y1 +us-Ms-ys+ ..+ u,.- M, -y, mod m

T
em que m = [[ m;, M; = mﬂl e y; é o inverso de M; mod m
)

?



