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Kesirli Tirevin Ortaya Cikisi
Gama ve Beta Fonksiyonlari
Bazi Kesirli Tiurev Tanimlari

Uygulamalar



Kesirli Turevin Ortaya Cikisi

Tiirev, bir fonksiyonda bagimli bir degiskenin(y) bagimsiz bir
degiskene(x) gore ani (bir andaki) degisme nispetidir. Tiirev hesap
metodu, 1666 yilinda Newton tarafindan gelistirilmistir. L'Hospital
ise Newton'un calismalarini degisim aritmetigi olarak genellemistir.
Newton ile es zamanlarda Leibniz de bu konu ile ilgilenmistir.
Leibniz, ayni zamanda diferansiyel aritmetik ve sonsuz aritmetik
konulariyla da ilgilenmis ve gelistirmistir.

Tiirev hesabi icin kullanilan (d"y)/(dx")ifadesi ilk kez Leibniz
tarafindan kullanilmistir. Bir fonksiyonun birinci, ikinci, tg¢linci,
dordiincu gibi tam sayr mertebeden tiirevlerinin nasil alindigi
bilinmektedir. Acaba ayni fonksiyonun 1/2 inci, 3/2 inci gibi kesir
mertebeden tiirevi almak mimkin mudur?



Ik olarak 1695’ de Leibniz'in L'Hospital’a “Tam sayi mertebeden
tiirevler, kesir mertebeden tiirevlere genisletilebilir mi?" seklindeki
sorusu kesirli tiirev kavraminin ortaya ¢itkmasina ve birgok

iinli matematikginin ilgisini gekmesine neden olmustur. O tarihten
bu yana birgok unli teorik ve uygulamali matematikgi kesirli tiirev
hesabiyla ilgilenmis ve kesirli tiirev hesabini gelistirmistir. Riemann,
Griinwald-Letnikov, Liouville, Caputo, Euler,
Abel,Fourier,Kobel,Erdelyi, Hadamard, Riesz ve Laplace kesirli
tireve katki saglayan baslica matematikgilerdir.Kesirli tiirev;
elektrokimya, biyoloji, biyomiihendislik, biyofizik, fizik,
mekanik-mekatronik gibi miihendisligin ve matematigin bir ¢cok
alaninda uygulanmaktadir.



y = f(t) surekli fonksiyonunu géz dniine alirsak,f(t) fonksiyonunun
klasik tiirev tanimiyla ardisik tiirevleri,

F(t) = f(t —

()~ f(t—h)

h—0 h

£ () = lim l(f(t)—;:(t—h) B f(t—h)—hf(t—zh))
ey f(t) —2f(t — h)+ f(t —2h)
= h50 h?
i d3f . f(t)—3f(t— h)+3f(t —2h) — f(t — 3h)
f = = lim
h—0 h3




Timevarim ile,

n

00~ 5y S ()

r=0

elde edilir.Genel olarak kesirli tlirevle ugrasan
matematikgiler,tiirevin klasik tanimindan yola ¢ikarak,ardisik
turevleri incelemis ve gelistirmislerdir.Kesirli tiirev hesabinda gama
ve beta fonksiyonlari siklikla kullanilmaktadir.Bu nedenle,kesirli
tirevin bazi tanimlari verilmeden once, gama ve beta
fonksiyonlarinin tanimlari verilecektir.



Gama Fonksiyonu

Gama fonksiyonu, n in pozitif degerleri i¢in Euler integrali dedigimiz

r(n) :/ x""te™x dx
0

ile tanimlanir. Bu belirli integral, n nin pozitif degerleri igin
yakinsar; dolayisiyla n nin bir fonksiyonudur.

n=1 icin;
[oe)
r(1) _/ x%e™ dx
0

elde edilir.



n yerine n+1 alinirsa,
oo
Mn+1)= / x"e X dx
0
[ udv = vdu — [ vdu Kismi integrasyonu kullanilirsa,

u=x" du=nx""ldx ve dv = e Xdx ,v = —e > ve bu
donusiimler yerlerine yazilirsa,

Mn+1) = / x"e X dx = n/ x""le™ dx
0 0

olur.

M(n+1)=n.l(n)
Buradan,

[(n) = F(n:— 1)

elde edilir.



n=1 icin,

re)y=1r(1)=1

n=2 icin,

rd)y=2r)=21

n=3 igin,

r4)=3r(3) =321

Bu sekilde devam edilirse,

n=n icin,

I(n+ 1) = n! elde edilir.

Bu esitlikte, n=0 yazilarak, 0! = I'(1) = 1 bulunur.
Kesirli tiirev hesabinda, pratik olarak,

1  135.(2n-1)

G+ ) v

alinacaktir.



Beta Fonksiyonu

m > 0,n > 0 olmak uzere, beta fonksiyonu

1
B(m, n) :/0 x™7(1 = x)"Ldx

seklinde tanimlanir. Bu integralde, x=1-y alinirsa, dx=-dy olur. Bu
doniistim, integralde yerlestirilirse,

1 1
B(m,n) = — /0 (1— )™ (y)" ey = - /0 Y"1 — )™ty

elde edilir.
Burada, 8(m, n) nin 3(n, m) ile esit oldugu goriilir.
Yani; 3 fonksiyonunda m yerine n, n yerine m gelebilir.



x = sin’ 6

dx = 2sin 6 cos0df
degisken donusiimi yapilirsa, beta fonksiyonu,

s

B(m,n) = 2/2 sin 2™ ! cos 62" 1dg
0

seklinde elde edilir.

r(n) :/ x""te™* dx
0

fonksiyonunda x = y? alinirsa,

o0 2 b 2
I(n) :/ Y22V 2y dy = 2/ y2n—le=r" dy
0 0

elde edilir. Benzer sekilde, su ifadeyi de yazabiliriz.

o0 2
r(m)= 2/ x?m=Le=" gy
0



Bu iki ifadeyi taraf tarafa carpalim.

F(m)r(n) :4/ / X2m—1y2n—1e—(x2+y2) dx dy
o Jo

x = cosf, y = sinf, dxdy = rdrdf
yazilarak, kutupsal koordinatlara gegcilirse,
x* 4+ y? = r*(cos®6 + sin®f) = r?

ve £ =tanf dan y = 0,6 = 5 olur.

F(m)r(n) = 4/2 cosezmlsin92”1d9/ pAmtn=1) o—r? 4,
0 0

seklinde elde edilir.Burada, m ile n yer degistirebilir.



F(m)[(n) = B(m, n).z/ooo 2mn1) g

elde edilir. Bu ifadede,
2/ PAmtn=1)e=r* gr = [(m + n)
0

oldugu gorilir.
Bu durumda, beta fonksiyonu ile gama fonksiyonu arasindaki iliski

I(m).r'(n)

Amm) = Fem )

seklinde elde edilir.



Bazi Kesirli Turev Tanimlari
1)Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirevi

m,m < p < m+ 1 sartini saglayan bir tamsayi, f siirekli bir
fonksiyon, fk(t) ,(k=1,2,3,...,m+1) tiirevleri ile [a,t] kapali
araliginda siirekli olsun. Bu takdirde, f fonksiyonunun p.
mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli turevi,

T fk )(t — a) —p+k 1
_|_
I( p+k+1) M—-p+k+1

) / (e Fm ) (7) dr

seklindedir.(Ozen ve Oztiirk 2004)



2)Riemann-Liouville Kesirli Ttirevi

f fonksiyonu her sonlu (a,t) araliginda siirekli ve integrallenebilir
olsun.m dogal sayilar kiimesinin elemani ve m — 1 < p < m olmak

tizere, t > a igin reel bir fonksiyonunun p.mertebeden Riemann
Liouville kesirli turevi,

1 dm [t mep
r(m—p)dt’”/a(t—T) P 1f(T)dT

seklinde tanimlanir.(Ozen ve Oztiirk 2004)



3)Caputo Kesirli Tiirevi

m, m — 1 < p < m olacak sekilde pozitif bir tamsayi, p herhangi
bir pozitif sayi ve f fonksiyonu da m defa siirekli diferansiyellenebilir
olsun. Bu taktirde, f fonksiyonunun p.mertebeden Caputo kesirli

turevi
1 /t fm(r)dr
fm—p) Jy (£ i

seklinde tanimlanir.(Ozen ve Oztiirk 2004)




4)Euler Kesirli Tiirev Tanimi

Euler, 1738'de polinomik fonksiyonlarin kesirli tiirevini ,

d"xm
dx"
formulinu kullanarak,

=m(m—1)...(m — n+ 1)x(m=")

d"x™  T(m+1)

_ m=n)

dx” r(m—-n+1)

seklinde tanimlamistir.



5)Ali Karci'nin Kesirli Tiirev igin Yeni Yaklasimi

Turev kavraminin klasik tanimu,

im f(x+h)—f(x)
h—0 (x4 h) —x

seklindedir.Burada, f(x+h),f(x),(x+h) ve x terimlerinin kuvvetleri
"1" olarak verilmistir.Bu durum Karci tarafindan farkedilmistir.
Karc1,2013'te yaptigi bir calismada kesirli tirev i¢in iki yontem
ortaya koymustur. Birinci yontem,

f(x+ h)—f(x)
hlno( (x+ h) —x

)? = ((F(x)?

seklinde olur.Bu sonuc bilinen tiirevin "a” kuvvetidir.ikinci yontem

ise f(x+h),f(x),(x+h) ve x terimlerinin kuvvetlerinin ayri-ayri "a
olmasi durumudur.



Tanim 1:

f(x) : R — R bir fonksiyon, a € R ve L(.) L'Hospital islemini
temsil etmek lzere, f(x) fonksiyonunun kesirli tiirevi,

Fo(x) = Jim ()

)

f /
P00 = ((0)y1r (9
X
seklinde tanimlanir. Kesir dereceli tiirev icin verilen bu tanimda
tirev derecesi herhangi bir deger alabilir.Hatta tiirev derecesi "a"
karmasik sayi bile olabilir.Bu sekilde alinan bir tirev isleminde
operator artik dogrusal degildir ve dogrusal olmayan bir operator

durumuna gelmektedir.



Ayni zamanda klasik tiirev isleminde kullanilan birinci tiirev,ikinci
tiirev gibi ifadeler Ali Karci'nin bu yaklasimina gore
kullanilmayacaktir.Clinkii;a=2 olmasi ikinci tiirev anlamina

gelmemektedir. Ornegin;f(x) = x? olmak iizere, di,i(;() =2 dir
fakat,

Fa_ f(2) — (f(X))z—lzx — 22
X

d*f(x
76 4 ro
olacaktir.Bu yeni tanima gore, kesirli tiirevlere grafikler tizerinden
bakilabilir. Bir fonksiyonun tiirevi alinan fonksiyonun doniim
noktalarinda maksimum /minimum noktalarina sahip olacaktir.




Ali Karci bazi 6zel fonksiyonun kesirli tiirevlerini asagidaki sekilde
ifade etmistir. f(x) : % +— RN ,a, pu,n birer tam sayi ve a = %
olmak lzere,bu durumda asagidaki ozellikler saglanir.

a)f(x) = x" igin,

anilxn(Hn*’fl)
Fx) = ——i=
X
seklindedir.
b)f(x) = €~ igin,
« (p=m)x
eXe n
Pl = —i=
X N

seklindedir.



c)f(x) = sinx igin,

(n=n)
cosx(sinx) R

F(x) = =
X M
seklindedir.
d)f(x) = Inx igin,
1 (lnx)(!i;”?)
fY(x) == —
xSt

seklindedir.



UYGULAMALAR

1)

f(t) = t fonksiyonunun 3 mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli

tirevini hesaplayalim.
Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi,

k(a)(t — a) Ptk 1

(
_|_
kZ:O I( p+k+1) M—p+k+1

) / ()P

seklinde idi. Burada,p = % alindiginda, m=0 olur.

0 o( _ 140 t
Zf JNe= 02, - /(t—T)O%fﬂ)(T)dT
~ r(-3+0+1) " 1(3)Jo

elde edilir.Burada, 1 1
MN=z)=—

esitligi kullanilirsa,



i t —7'07% T)dT
\/W/O(t )°=2.1.(7)d

(t —7) = u?, —d7 = 2udu degisken doniisiimii yapilirsa,f(t)

fonksiyonunun % inci mertebeden kesirli tirevi,

N

f2(t) = N

seklinde elde edilir.



f(t) = t? fonksiyonunun

% mertebeden kesirli turevini

Riemann-Liouville yontemiyle hesaplayalim. Riemann-Liouville

kesirli turevi,

1

F(m— p)dtm

| (- PP ()

seklindeydi.Burada,m=1 ,p = % ve Ozel olarak a=0 alinirsa,

1

ra—

dl /t L,
— t—71) 27°dT
%) dtl 0 ( )



t—71=u?

, —dT = 2udu degisken donlstimu yapilirsa,

0 [+ _ 232
D2f(t) = \/17r jt/ (t—u )l2udu
vt (u?)>
1 d [
- - = ot — 2\2
Vmdt /\/t (8= ) du

1 d 0 2 2 4
t

1 d 4 2 s

2t2\/t — —t 2

= Ural Vi3 gt
1 d 4 2. s 1 d .16 s

= —— 2—7 7t7 =

\/ﬂ'dt[( 3+5) ’] Jmdt 15 ]

1 1 516 3 8t/t

D2f(t) = —. =
0= T3

seklinde bulunur.



f(t) = ¢ fonksiyonunun % inci mertebeden kesirli tiirevini Caputo

yontemiyle hesaplayalim. Caputo kesirli tiirevi ,

1 tofm(r)dr
r(m—p) /a (t—7)pti=m

seklindeydi.Burada,m=1, p = % alindiginda,

1 to0.dr 1.0 [t dr
F(l—é)/o (t—r)%_Wr/o it "

bulunur.Sabit bir fonksiyonda degisim olamayacagi icin, sabit bir
fonksiyonun kesirli tiirevi de normal tiirevde oldugu gibi "0"
bulunmustur.




4)
f(t) = t?> — 2t + 1 fonksiyonunun % inci tlirevini Euler yontemiyle
hesaplayalim. Euler kesirli tiirevi,
anm r(m —+ 1) X(m_n)

dx"  T(m—n+1)

seklindeydi.Burada,t> — 2t +1 = (t — 1)? ,n = % ve m=2 alinirsa,

3. 1\2 r2+1) 122
D2(t—1) T _%+1)(t 1)
3 (3 1
D> (t 1)2_ré;(t—1)z
r3)=(@B-1)!=2,T3)=r1+13) =% alnirsa,
Di(t— 1) = \jﬂ(t _ )b

seklinde elde edilir.



f(t)=sint igin cesitli tiirevlerini Ali Karci'nin yaklasimiyla
hesaplayalim. f(t)=sint igin;

cost.(sint)%
e

t e

fla) —

seklindeydi.Burada,a = % idi. o =1 icin; u =1, n =4 alinir.Bu

4
durumda, p —n = —3 olur.

cost.(sint)_T3

3 = cost(sint)_T3 t3

F(t) =

bulunur.



Benzer sekilde,

o= % icin;
f(%)(t) = cost.(sint)_TQt
o= % icin;
f(%)(t) = <:ost.(sint)7T1 ts
o= % icin;
f(%)(t) = cost.(sint)%t% = cost
elde edilir.

Sonug olarak baktigimizda, % uncu turev yani 1. tirev,klasik sint
fonksiyonunun 1.tlrevi olan cost ye esit olarak bulunur.
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