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1.1 Teoria

Lifting The Exponent Lemma jest zbiorczg nazwa dla grupy twierdzen pozwa-
lajacych wyznaczy¢ potege, w jakiej liczba pierwsza p dzieli liczbe ™ +y" (x,y € Z,
n € Zy), w zaleznosci od potegi w jakiej p dzieli z £ y oraz n.

Definicja Definiujemy vy(z) jako najwickszq potege, w jakiej liczba pierwsza p
dzieli liczbe catkowitq x, tj. vy(x) = o & p® | z Ap*tL { . Piszemy takie p* || =
wtedy 1 tylko wtedy gdy vp(x) = . Ktadziemy vp(0) = 4o00. Liczbe v,(x) nazywamy
wyktadnikiem p-adycznym liczby x.

Twierdzenie 1.1
o vy(zy) = vp(x) + vp(y)
i 'Up(x +y) > min{vp(x), Up(@/)}

Definicja Definiujemy rozszerzenie funkcji v,(x) okreslonej na zbiorze liczb
catkowitych do funkcji vy, : Q — Z U {+o00} poprzez nastepujace réwnosci:

i (1) =) = ol) i (0 = .

Rownosé i nierownosé przedstawione w Twierdzeniu 1.1 pozostajg zachowane.

1.1.1 Lifting The Exponent Lemma

Niech x,y € Z, p,n € Z4 oraz p bedzie liczba pierwsza taka, ze p | x £y, ale ptz
ani p ty. Wtedy zachodzi:

L ovp(a” —y") =vp(x —y) dla NWD(p,n) =1,
2. vp(a" +y") =vp(r+y) dla 2tn, NWD(p,n) =1,
3. Kiedy p # 2:
o (e —y") = vp(x —y) + vp(n),
o (2" +y") = vp(x+y) +vp(n) dla  2¢n,
4. Kiedy p = 2:
o (" —y") =wva(x —y) +uva(n) dla 4|x—y,

o vz —y")=wve(x —y)+ve(r+y)+uv(n)—1 dla 2|x—y,2|mn,
o y(a2" +y") =vo(x +y) +va(n) dla 24n.
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1.2 Zadania

Zadanie 1.1 Znalezé sume wszystkich dzielnikéw d liczby N = 1988 — 1, ktore sa
postaci d = 223%, gdzie a,b € Z. .

2009 +y2009 =77

Zadanie 1.2 Znalez¢ wszystkie rozwiazania rownania x w liczbach

caltkowitych dodatnich.

Zadanie 1.3 Niech a,n bedg liczbami catkowitymi dodatnimi a p liczba pierwsza
taka, ze
a’? =1 (mod p").

Udowodni¢, ze

a=1 (modp"t).

Zrédto: UNESCO Competition 1996

Zadanie 1.4 Niech z,y,p, k,n beda liczbami catkowitymi dodatnimi takimi, ze n
jest nieparzyste oraz p jest nieparzysta liczba pierwsza. Udowodnié, ze jesli

" 4+ y" = p¥, to n jest potega p.
Zrédto: Rosja 1996

Zadanie 1.5 Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p i liczby catkowite dodatnie
x,vy, dla ktérych p* — y3 = 1.

Zrédto: XXX VIII OM - II - Zadanie 5

Zadanie 1.6 Niech k£ > 1 bedzie liczba catkowita. Pokazaé, Ze istnieje nieskoniczenie
wiele dodatnich liczb catkowitych n takich, ze

n|1™ +2" + 3"+ -+ k",

Zadanie 1.7 Niech g bedzie liczba parzysta dodatnia. Dowiesé¢, ze dla kazdej liczby
catkowitej dodatniej n liczba

q((I‘H)" +1

dzieli sie przez (¢ + 1)"*! ale nie dzieli si¢ przez (¢ + 1)"*2.

Zrédto: XXXIIT OM - II - Zadanie 5
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Zadanie 1.8 Znalez¢ najwicksze k € Z, takie, ze 1991% dzieli liczbe

19901991777 4 1992199177

Zrédto: IMO Shortlist 1991

Zadanie 1.9 Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych
n®+1 oraz (2n)?"+1

sa liczbami pierwszymi.
Zrédto: LVI OM - II - Zadanie 1

Zadanie 1.10 Niech a,n > 2 beda liczbami catkowitymi, ktére spelniaja naste-
pujacy warunek: istnieje taka liczba catkowita k& > 2, ze n dzieli (a — 1).
Udowodni¢, ze n dzieli a” ' + a2 +---+a+ 1.

Zrédto: Rumunia TST 2009

Zadanie 1.11 Niech a > b > 1 beda liczbami catkowitymi, gdzie b jest nieparzysta.
Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Udowodnié, ze jesli b™ | a™ — 1, to

b 3"

al > W.

Zrédto: Chiny TST 2009

1.3 Rozwiagzania
1.1 Zauwazmy, ze 3 | 19 — 1 oraz 4 | 192 — 1. Wtedy z lematu LTE:
v3(19%8 — 1) = v3(19 — 1) + v3(88) = v3(18) + 0 = 2,
02(19%8 — 1) = 0p((199)* — 1) = 19(192 — 1) + 1p(44) =3+ 2 =5.
Stad szukana suma dzielnikéw wynosi:
251

5 _
12 =24 .31 = 744.
2-1

> 2% = (24274 2% +2' +2°)(3+3%) =2
1<a<5b
1<b2
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1.2

1.3

1.4

Zalozmy najpierw, ze v7(z) # v7(y). Bez straty ogélnosci mozemy przyjac, ze
vr(z) < vr(y). Wtedy

k= 07(714) — v7($2009 + y2009) — min{v7(x2009),v7(y2009)} _ U7($2009).

Zatem mozemy podzieli¢ obie strony réownania przez 7F, co daje
1= &'ZZ/QOOQ > 1+ 7, gdzie nieréwnosé zachodzi, bo v7(x29%9)
v7(y2%9) > v7(220%9) = k. Jest to oczywista sprzecznoéé, ktora dowodzi, ze
v7(x) = v7(y). Oznaczmy teraz x = ™a iy =7"b (a,b € Z1,pta,ptbh). Wte-
dy 22009 4 42009 — 7k o 2009 4 2009 — 7m odzie m = k — 2009n. Oczywiscie
212009 = a+b|a? + "9 — 7| a+b. Z lematu LTE

= k oraz

v7(a?% 4 2999 = v (a + b) + v7(2009) = vr(a + b) + 2

co implikuje a?%% + 209 = 72(q + b)k. Ale lewa strona tej rownosci jest tez
potega siddemki, skad k = 1. Zatem a?°% + 5299 = 49(a + b), a to réwnanie
nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich (lewa strona rosnie o wiele
szybciej niz prawa).

Przypadek a = 1 jest trywialny. Zauwazmy, ze dla a > 1 zachodzi NWD(a, p) =
I, bop” | a? =1 = p | a? — 1, co w przypadku p | a jest oczywista
sprzeczno$cia. Korzystajac z matego twierdzenia Fermat’a otrzymujemy a? = a
(mod p). Z lematu LTE wynika, ze v,(a? —1) = vp(a—1)+vp(p) = vp(a—1)+1,
ale p" | a? —1 & vy(a? — 1) > n, skad vp(a—1) =vp(a? —1) -1 >n—-1&
p" 1 | a—1, co nalezalo dowiesé.

Analogicznie jak w zadaniu 1.2 dowodzimy, ze v,(z) = v,(y). Podstawiajac
x = ap®,y = bp®, gdzie a,b € Zy,p t a,p{b,a € Z>g, otrzymujemy z" +
y* = p* & a" + b = p", gdzie m = k — na. Z lematu LTE (mozemy
skorzysta¢, bo 2 1 n oraz p | a + b analogicznie jak w zadaniu 1.2) wynika, ze
m = vp(a” + ") = vy(a + b) + vp(n). Oznaczmy m; = m — vy(a + b), wtedy
vp(n) = my. Niech n = p™ 2. Zachodzi wtedy

mi

= > >p
a+b a+b a+b

a + b @P"E PR - a4 pr

. . . , A . m1 m1
gdzie ostatnia nieréwnos¢ zachodzi, bo z lematu LTE wv, (%)

vp(aP™t + BP") — vy(a + b) = v,(p™) = my. Wynika stad, ze we wszyst-
kich miejscach tej nieréwnosci musza zachodzié¢ réwnosci, co implikuje z = 1,
czyli n = p™ | co nalezato dowiesc.
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1.5

1.6

1.7

1.8

Na poczatku rozpatrujemy mozliwosé p = 2:
2y =1e2=y"+1=(y+ )’ -y + 1) =@+ 1yly—1)+1)

Zauwazmy, ze y i y — 1 to dwie kolejne liczby catkowite, wiec jedna z nich jest
parzysta, zatem liczba y(y — 1)+ 1 jest nieparzysta. Gdyby y(y—1)+1 > 1, to
2% miatoby nieparzysty dzielnik wiekszy od 1, co jest oczywista sprzecznoscia.
Zatem y(y — 1) +1 =1 < y = 1, co prowadzi do trojki (p,z,y) = (2,1,1)
spemhiajacej warunki zadania. Zalézmy teraz, ze p # 2 oraz y # 1. Korzystajac
z tezy zadania 1.4 otrzymujemy, ze jesli p® = y> + 1, to 3 jest potega p, zatem
p=3. Zrozktadu 3 = y3 +1 = (y+1)(y> —y + 1) wynika, ze y + 1 = 1 albo
y+1=3"gdzie 1l <z; <z.y+1=1implikuje y = 0 co stoi w sprzecznodci
z Yy € Zy. Zatem y + 1 = 3*1. Z lematu LTE otrzymujemy

v3(y® +1) =v3(y +1) +v3(3) = vs(y + 1) + 1

co wobec rozktadu y® +1 = (y +1)(y*> —y + 1) implikuje > —y +1 =3 &
(y —2)(y+ 1) =0, skad otrzymujemy y = 2 oraz dalej x = 2. Zatem drugim
rozwiazaniem jest trojka (p,x,y) = (3,2,2).

Jesli 1+ k nie jest potega 2, bierzemy nieparzysta liczbe pierwsza p | 1+ k oraz
n = p™. Wtedy z lematu LTE dla kazdego j niepodzielnego przez p mamy
v+ (k+1—3)") = vp(k+ 1) +vp(n) > m+ 1. Oprocz tego jesli p | j (i
coza tym idziep | k+1—7),ton | p™ | p" | 7™ wiec suma dana w zadaniu
jest podzielna przez p™ = n. Jesli 1 + k jest potega 2, bierzemy nieparzysty
dzielnik pierwszy p liczby k oraz powtarzamy poprzednie rozumowanie dla
k — 1 zamiast k.

Niech p bedzie liczba pierwszg dzielaca g + 1. Z parzystosci ¢ wynika, ze p # 2
oraz 2 1 (¢ + 1)™. Stosujac lemat LTE otrzymujemy v,(q0t1" 4+ 1) = v,(q +
D +up((g+1D)") =vp(g+1) +n-vp(g+ 1) = (n+ 1)vy(g + 1), co koticzy
dowdd.

Przeksztatémy dang liczbe do postaci sumy dwoch poteg o rownych wyktad-
nikach:

199019911992 + 199219911990 _ 199019911990-19912 4 199219911990 _

_ (199019912)19911990 4+ 199919911990

Zbadajmy teraz, z jakim wykladnikiem do liczby 1990199 4 1992 wchodzi
1991: . .
19901991 4+ 1992 = (1991 — 1)¥1° 41991 4+ 1 =

19912
1991 . .
=> < % >19912p—1)“”12—14-1991+—1::

- 1
=0
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1.9

1.10

19912 1991
. 2 .
= > < . )1991’(—1)1991 141991 4+1=
2
=1

19912 1991
A -
= > < )1991@(—1)1991 ~1 41991 = 1991(19911 + 1)

, 1
=1

gdzie | jest pewng liczbg catkowita. W potaczeniu z tym, ze 1991 = 11 - 181,
gdzie 11 i 181 to liczby pierwsze otrzymujemy, ze vii (199019912 + 1992> =

V181 (199019912 + 1992) = 1. Korzystajac teraz z lematu LTE dostajemy:

Ull ((199019912)19911990 + 199219911990) —

= vny (1990 11992} + vy (1991'%) = 1+ 1990 = 1991.

Analogicznie pokazujemy, ze 181 tez wchodzi w rozktad tej liczby z potega
1991. Zatem szukane k to 1991.

Niech n = 2% . ny, gdzie a,ny € Z>g oraz 2 { ny. Zaléozmy, ze n; > 1.
Jesli @ > 1, to liczba (2°n1)%" + 1 jest nieparzysta i wicksza od 1, wiec
posiada nieparzysty dzielnik pierwszy p. Oczywiscie p 1 ni. Z lematu LTE
vp(((2971)27)™ +1) = v, ((2901)2" + 1) +vp(n1) = v, ((2%11)%" +1). Z zalozen
zadania liczba ((2%n1)%")™ + 1 jest pierwsza, zatem ((2%n1)2")" +1 = p. Ale
p | (2971)% + 1, skad ((29n1)%")™ +1 < (29n1)%" + 1 co jest sprzecznoscia
przy n1 > 1. Jesli @ = 0, to przeprowadzamy analogiczne rozumowanie dla
liczby (2n)?" + 1. Zatem n; = 1 skad n = 2%. Dla o = 0 zachodzi n" + 1 = 2
oraz (2n)?" 4+ 1 = 5, wiec teza zadania jest spelniona. Zauwazmy, ze dla o > 2
co najmniej jedna z liczb k- 2%, (a+1) - 2+ ma nieparzysty dzielnik wiekszy
od 1, woéwczas stosujac rozumowanie analogiczne do poprzedniego dostajemy
a = 1. Stad n = 2 oraz po sprawdzeniu ta liczba w istocie spelnia warunki
zadania.

Zauwazmy, ze a" ' +a" 2+ - +a+ 1 = “:__11. 7 warunku zadania wnio-
skujemy, ze zbior dzielnikéw pierwszych liczby n jest podzbiorem dzielnikdéw
pierwszych liczby a — 1. Wezmy dowolny dzielnik pierwszy p ze zbioru dzielni-

kéw pierwszych liczby n. Wtedy z lematu LTE

Up <a:_11) =v(a" —1)—vp(a—1) =vy(a—1)+vy(n) —vp(a—1) =vy(n)

co implikuje, ze n | a" ' +a" 2+ - +a + 1.
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1.11 Wystarczy udowodni¢ dla b = p, gdzie p jest liczbg pierwszg, poniewaz dla
p | b zachodzi a® > aP. Niech d = ord,(a). Wtedy n = dk dla pewnego k € Z..
Z lematu LTE

n < vy(a" — 1) = vy((@)* — 1) = vy(a® — 1) + (k) =

n) = vy((a® ~ 1)n)

co implikuje p" < (a® — 1)n < a? — 1 > % > % Jednakze d < p — 1, skad
a?>at—1> %, co nalezato udowodni¢.

—~

_ d_ ny - d_
= vpla’ = 1)+, (Z) Svpla’ — 1)+,



