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Objetivos: Estudo do movimento oscilatério, oscilagbes livres ndo amortecidas e amortecidas, e

oscilagoes forgadas e amortecidas.

INTRODUCAO

“Oscilagoes correspondem a wibragoes localizadas.
[NUSSENZVEIG.H., 1996.,39]”, desde das oscilagoes
harmonicas simples, sistema conservativo, até as os-
cilagoes amortecidas com e sem forcamento, sistemas nao
conservativos, varios conceitos fisicos podem ser obser-
vados: frequéncia angular, o conhecido w, frequéncia de
oscilagao, periodo de oscilagao etc.

O Péndulo de Pohl, objeto de nosso estudo no presente
trabalho, relaciona o comportamento de cada um desses
conceitos aos diferentes tipos de oscilagao. Mas, antes de
observamos seu funcionamento e estrutura, vamos enten-
der a fisica por tras de cada movimento aqui citado.

Oscilagoes Livres sem Amortecimento

Um dos exemplos mais conhecidos de oscilacao livre
sem amortecimento é o péndulo, que sofre uma “per-
turbacao” ao ser solto de sua posicao de equilibrio, nesse
momento, apds ser estabelecida a configuracao inicial, ele
nao estd submetido a nenhuma forga oscilatéria externa.

Assim, o péndulo simples oscila livremente estabele-
cendo seu préprio periodo que é determinado pelos devi-
dos parametros que o caracterizam. Sendo assim, vamos
observar a Figura 1 que esquematiza as forgas atuantes no
péndulo e , a partir disso, determinarmos o seu periodo
e devidas frequéncias.
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Figura 1. Decomposic¢ao de forcas em um Péndulo Simples.

Observe que as forgas podem ser decompostas em com-
ponentes radiais e tangenciais, respectivamente:

ma, = —mL(CClZ—i’)2 = mgcos(0) — T (1)
mag = mL(%)2 = —mgsen(6) (2)
(D)2 = ~Lsen(0) 3)

Como para angulos suficientemente pequenos temos
que: § €1 — sen(f) =6

. g o
i+26=0 (4)

A solucao geral para esse sistema é dada por :

0(t) = Ao+ Alcos(QTW(t ~ Ay)) (5)

Onde o periodo é definido por:

(6)

T =2m

L
9

e dessa forma podemos definir a frequéncia angular de
oscilagao do sistema:

w2 L 1)

Oscilagoes Amortecidas

Como j4 foi dito anteriormente, as oscilagoes simples -
sem amortecimento - sao sistemas conservativos. Daqui
para frente serd feita uma breve introducao as nao con-
servativas, ou seja, as oscilagoes amortecidas e forgadas.



Para isso, vamos considerar e analisar um oscilador
harmoénico unidimensional que é descrito pela seguinte
equagao do movimento, para o caso em que ele oscila
livremente :

mi = F(x) = —kz (8)

Essa equacao nao leva em consideracao a atuacao de
nenhuma forga externa, para isso acontecer seria ne-
cessario adicionarmos um outro a expressao:

mi = —kx — pz,p >0 (9)

onde -px “representa a resisténcia dissipativa, que atua
em sentido oposto a velocidade (p > 0)” [NUSSENZ-
VEIG.H., 1996.,20].

Dividindo ambos os lados por m :
i+ i +wiz =0 (10)

onde

(11)
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Usando notagao complexa podemos resolver essa DO

linear homogénea de segunda ordem :

2(t) = Pz = pz, 3 = pPz (12)
Assim,
P’ +p+wi (13)

Resolvendo a equagao de segunda ordem, temos:

N

se /2 < wp, 0 amortecimento é subcritico e temos, entao,
a raiz quadrada de um ntmero negativo, observe:

72
wh — T (15)

Py = _2 +iw,w =
2
Essas andlises servem como base para entendermos o
amortecimento no péndulo de Pohl, no caso desse sis-
tema, outras varidveis devem ser levadas em conta, como
o torque “M]" gerado pela mola espiral e, “M}/, gerado
pelos freios por correntes de Foucault.

Péndulo de
Torgdo

Eletroima gue gera as "Correntes de Foucault”

Figura 2. Esquemetizacao do Péndulo de Pohl.

Assim, temos que :
My = —D°¢, Mz = ~C4 (16)

onde ¢ é o angulo de torcao, (b = velocidade.
O torque resultante é :

My, =-D°%—C¢ (17)
0 que nos leva a :

I¢+Ch+D°p=0 (18)
onde I = momento de Inércia de péndulo e qb = aceleragao
angular.

Simplificando a equagio e usando os termos § = C'/2]
e ws = D°/I, a equacio (18) resulta em :
¢+ 200 + w3 =0 (19)

segue-se a solucao para essa equagao diferencial,

B(t) = poe °cos(wt) (20)

w=y/wd — &2 (21)

A partir disso, podemos obter a razao entre duas ampli-
tudes sucessivas, que é dada por :

(bn degt
P _ g o=des 22
r— (22)
A=InK =0T =In On (23)

¢n+1

onde K é a “razao do amortecimento”, T" o periodo de
oscilagao e A o decréscimo logaritmico.



Oscilagdes Forgcadas Amortecidas

Acrescentando uma forca dissipativa - no caso do
péndulo de Pohl, uma forga magnética - proporcional a
velocidade & equacao (9), temos que :

mi + kx + pi = F(t) = Fycos(wt) (24)

dividindo ambos os lados por “m” e usando as relagoes
da equagao (10) :

F
i+ yd+wit = —Ocos(wt) (25)
m

No caso do péndulo de Pohl temos um torque periédico
M, = Mycos(wt), assim, a equagao (19) se torna:

b+ 200 + wip = Fycos(wat) (26)
onde

Fo= N (27)

Para o caso estaciondrio a solu¢ao para a equagao di-
ferencial é:

o(t) = dacos(wot — ) (28)

assim, temos que :

o = o (29)
V(1= [22]2) + (22
we = 10 (30)
Wo

LISTA DE MATERIAIS

e Péndulo de tor¢ao de Pohl;

e Transformador varidvel, 25 VAC/20 VDC, 12 A;
e Ponte retificadora, 30 V.AC/DC 1A;

e Cronometro digital, 1/100 segundos ;

e Multimetro Digital;

e Cabos de ligacao;

e Celular Samsung Galaxy J16 (Para as filmagens).

PROCEDIMENTOS

Para iniciarmos o experimento montamos a estrutura
apresentada na Figura (3) conectando a saida DC da
fonte ao freio e ao motor do Péndulo de Pohl. Para va-
riarmos a corrente DC que era fornecida ao freio eletro-
magnético, I, varidvamos o botao de ajuste da fonte de
alimentacao e observavamos o valor da corrente no Am-
perimetro. Apds esses procedimentos iniciamos a coleta
de dados, para isso utilizamos um celular para fazer as
filmagens nas diferentes partes do experimento.

Figura 3. Estrutura utilizada durante o Experimento

Na primeira parte observamos a oscilacao livre do
Péndulo de Pohl para o caso nao amortecido, sendo as-
sim, nao foi necessario a utilizagao da saida DC. Para
fazer o péndulo oscilar desviamos- o completamente para
um lado.

Na segunda parte ligamos a fonte e variamos a tensao
nela, para que pudéssemos avaliar as oscilagoes livres com
amortecimento a partir de diferentes valores para a cor-
rente. No caso, 0.25 , 0.40, 0.55 e 0.9 Ampére. A partir
das filmagens e com o uso do software TRACKER foi
possivel determinar as respectivas amplitudes.

Na terceira e tultima parte utilizamos o motor eletro-
magnético para gerar os forgcamentos, em cada parte o
motor dava dez voltas ao todo. Assim como na se-
gunda parte, nés variamos a voltagem da fonte DC para
fazermos observagoes quanto as oscilagoes nesse caso.
Também procuramos o valor de ressonancia, no qual o
péndulo oscilou na sua amplitude méaxima.

ANALISE DE DADOS

Oscilagoes Livres nao Amortecidas

Na primeira parte do experimento apds a obtencao de
dados, um ajuste da forma (5) foi aplicado. O resultado
pode ser observado no grafico da Figura 4.



Oscilagdes Livres ndo Amortecidas - Amplitude vs Tempo
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Figura 4. Gréfico do tempo pela amplitude no caso de os-
cilagoes livres nao amortecidas.

Os valores encontrados para o ajuste do gréafico da Fi-
gura 4 foram:

o AO = A3 =0 (S)
o A =2,38 (rad)
e wy = 4,33 (rad/s)

A partir do valor de wqg é possivel estimar o periodo de
oscilagao utilizando a expressao (7):

To = 1,45s (31)

,

E necessario observar que o ajuste da Figura 4 nao
se adéqua bem a partir de 4,5 s devido a dois fatores:
um possivel erro de paralaxe na filmagem das oscilagoes
pode ter ocasionado uma série de erros concatenados na
andlise do video, além disso, todo péndulo real deve ser
amortecido de uma forma ou outra, de maneira que a sua
amplitude tende a diminuir com o tempo.

Oscilagoes Livres Amortecidas

Apos a obtencao dos dados referentes aos videos da
segunda parte, utilizamos um ajuste da forma (20).
Os graficos do tempo pela amplitude e os respectivos
parametros encontrados pelos ajustes podem ser observa-
dos logo abaixo. Os casos de oscilacao, a partir das cons-
tantes de amortecimento, podem ser classificadas como:

e Subamortecido (§ < 1): O sistema oscila com a
amplitude gradualmente decrescendo a zero.

e Criticamente Amortecido (6 = 1): O sistema re-
torna para o estado estavel tao rapidamente quanto
possivel sem oscilar.

e Superamortecido (§ > 1): O sistema retorna (decai
exponencialmente) para o estado estdvel sem osci-
lar.

Oscilagdes Livres Amortecidas - Amplitude vs Tempo
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Figura 5. Gréfico do tempo pela amplitude no caso de os-
cilagGes livres amortecidas para um amortecimento Ig ~ 0.25

A.

¢ 5=0,07 (1/s)

® ¢, = —3 (rad)

e w=23,18 (rad/s)

Oscilagbes Livres Amortecidas - Amplitude vs Tempo
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Figura 6. Gréfico do tempo pela amplitude no caso de os-
cilagGes livres amortecidas para um amortecimento Ip ~ 0.40

A.

e §=0,15(1/s)

® po=—2,71 (rad)

e w=23,15 (rad/s)



Oscilagdes Livres Amortecidas - Amplitude vs Tempo
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Figura 7. Gréfico do tempo pela amplitude no caso de os-
cilagoes livres amortecidas para um amortecimento Ip ~ 0.55

A.
¢ 5=0,18 (1/s)
e &, =—2,65 (rad)

o w=23,16 (rad/s)

Oscilagbes Livres Amortecidas - Amplitude vs Tempo
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Figura 8. Gréfico do tempo pela amplitude no caso de os-
cilagoes livres amortecidas para um amortecimento Ip ~ 0.9

A.

e 5=0,39(1/s)
® ¢, = —2,66 (rad)
e w=23,12 (rad/s)

Para os quatro casos anteriores, J permanece sempre
menor que 1, de forma que confirmamos o comporta-
mento subamortecido previsto.

Com o intuito de se analisar os casos para ¢ préximo de
1 e maior que 1, ajustamos a corrente de amortecimento
para Ip =2,0 Ae Igp =2,17 A.

Oscilagdes Livres Amortecidas - Amplitude vs Tempo
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Figura 9. Gréfico do tempo pela amplitude no caso de os-
cilagGes livres amortecidas para um amortecimento Ig ~ 2.0
A (Caso nao Periddico).

e 5=1,52(1/s)
o b, =2,89 (rad)

e w=2,00 (rad/s)

Oscilagdes Livres Amortecidas - Amplitude vs Tempo
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Figura 10. Grafico do tempo pela amplitude no caso de os-
cilagbes livres amortecidas para um amortecimento Ip ~ 2.3
A (Creeping Case).

o 5=1,34(1/s)
e ¢, =3,03 (rad)
o w=1,54 (rad/s)

Como a corrente maxima permitida pelo transforma-
dor era de =~ 2,17 A, a diferenga entre o caso da Figura
9 e 10 nao é tao visivel. Porém, ainda sim, a amplitude
no caso préximo do critico (Figura 10) cai mais répido
do que a do caso superamortecido, por volta de 0, 5s.

Utilizando os quatro graficos obtidos para os casos de
amortecimento, foi possivel determinar a “razao do amor-
tecimento”, K, e o decréscimo logaritmico , A, como pode
ser observado na Tabela 1.



Tabela I. Valores referentes a oscilagbes amortecidas
para diferentes amortecimentos.

Ip (A)]6 (1/t)|w (rad/s)| K | A

0.25 | 0.07 3.18 1,13(0,12
0.40 | 0.15 3.15 1.20]0.18
0.55 | 0.18 3.16 1.23/0.26
0.9 0.39 3.12 1.80]0.59

E possivel observar que a frequéncia angular diminui
conforme a constante K aumentou, isso pode ser obser-
vado qualitativamente no momento do experimento, pois
quanto maior a corrente, maior foi o amortecimento e
menor a frequéncia de oscilagoes.

Oscilagoes Forcadas e Amortecidas

Apés a obtencdo de dados, ajustes da forma (28) fo-
ram aplicados. Os gréaficos do tempo pela amplitude se
encontram logo abaixo.

Oscilagbes Forgadas e Amortecidas - Amplitude vs Tempo
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Figura 11. Gréfico do tempo pela amplitude no caso de os-
cilagbes forgadas amortecidas para um amortecimento Ip =~
0.25 A.

o a=0,23 (s)

e ¢, =1,67 (rad)

o w=23,18 (rad/s)

o w, =3,17 (rad/s)

Oscilagbes Forcadas e Amortecidas - Amplitude vs Tempo
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Figura 12. Grafico do tempo pela amplitude no caso de os-
cilagGes forgadas amortecidas para um amortecimento Ip =~
0.45 A.

e a=3,08 (s)
o ¢, =0,98 (rad)
e w=23,21 (rad/s)

o w, = 3,20 (rad/s)

Oscilagdes Forgadas e Amortecidas - Amplitude vs Tempo
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Figura 13. Grafico do tempo pela amplitude no caso de os-
cilagbes forcadas amortecidas para um amortecimento Ip =~
0.55 A.

e a=3,29 (s)
o ¢, =0,46 (rad)
e w=23,48 (rad/s)

o w, = 3,47 (rad/s)



Oscilagdes Forcadas e Amortecidas - Amplitude vs Tempo
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Figura 14. Grafico do tempo pela amplitude no caso de os-
cilagbes forgadas amortecidas para um amortecimento Ip =~
0.9 A.

e a=-1,93(s)

e ¢, =0,06 (rad)

o w=4,90 (rad/s)
o w,, = 3,47 (rad/s)

E possivel observar para os casos anteriores que as os-
cilagoes se comportam graficamente como oscilagoes li-
vres nao amortecidas. Isto acontece, pois o amorteci-
mento fornecido pelo transformador ao péndulo é com-
pensando pela forga fornecida pelo motor. Para observar
o caso de ressonancia, uma corrente de amortecimento de

Ig =~ 0,17 A foi fornecida.

Oscilagdes Forgadas e Amortecidas - Amplitude vs Tempo
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Figura 15. Grafico do tempo pela amplitude no caso de os-
cilagoes forcadas amortecidas para um amortecimento Ip ~
0.17 A (Ressondncia).

e a=3,16 (s)
e b, =2,5 (rad)
e w=3,213 (rad/s)

o w, = 3,218 (rad/s)

Para os parametros encontrados pelo ajuste, é possivel
verificar a proximidade entre a frequéncia angular de
forgamento e a frequéncia angular do péndulo, além disso,
é possivel observar também a amplitude atingida - por
volta de 2,5 rad -, o maior valor encontrado para todos
os casos. Ou seja, na ressonancia, a amplitude é aumen-
tada de forma consideravel e as frequéncias se tornam
muito préximas uma das outras, assim, tanto o motor
como o péndulo oscilam em fase.

Para valores de frequéncia w, acima e abaixo do en-
contrado para a ressonancia, é possivel observar uma di-
ferenca de fase entre o péndulo e o motor.

CONCLUSAO

Apesar do tratamento estatistico ao longo do relatério
ser escasso, devido aos softwares utilizados nao forne-
cerem estes dados referentes as medidas, a maioria dos
resultados se encontra dentro do previsto teoricamente.
Nao obstante, é necessario ter uma maior atencao para
o desenvolvimento na secao de Oscilagoes Livres Amor-
tecidas para o caso supercritico e critico. A diferenga
entre estes para que a amplitude se aproximasse de zero
foi uma fragdo minima, como é possivel se observar pe-
los graficos das Figuras 9 e 10, quando na verdade, esta
deveria ser muito mais acentuada.

Erros de paralaxe na filmagem dos videos e a prépria
corrente de amortecimento fornecida pelo transformador
podem ter influenciado diretamente no resultado obtido.
Observando o grafico da Figura 10, por exemplo, con-
firmamos a previsao, feita na secao de Oscilagoes Li-
vres Nao Amortecidas, de possiveis erros sisteméticos na
gravacao dos videos. A medida que a amplitude de os-
cilagao decresce até alcangar o zero, este difere do zero
do ajuste por ~ 0,22 rad.
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