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Preliminares

Curvas homotopicas
Supongamos que 7 : [0,1] - G y 71 : [0,1] — G son dos cur-
vas continuas de zg a z; en un conjunto GG. Decimos que g es
homotoépica con puntos finales fijos a v si existe una funcién
continua H : [0,1]2 — G tal que

(i) H(0,t) =y para 0 <t < 1.
(ii) H(1,t) =~ para 0 <t < 1.
(iii) H(s,0)
(iv) H(s,1) =2 para 0 < s < 1.
Por otro lado, si las condiciones (III) y (IV) se exige que H (s,0) =

H(s, 1) para todo s € [0, 1], decimos que vy y 1 son homotopicas
como curvas cerradas en G.

= zp para 0 < s < 1.



Preliminares

Representacion grafica de una homotopia entre vy y v1



Preliminares

Conjunto simplemente conexo

Un conjunto conexo G es llamado simplemente conexo si cada
curva cerrada v en G es homotoépica (como curva cerrada) a un
punto en G, esto es al aguna curva constante J(t) = zp € G




Preliminares

Teorema de Cauchy

Dada una funcién analitica f en una regiéon G y v una curva
cerrada en G la cual es homotoépica a un punto en GG. Entonces

A = inside of ¥

. 4
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Teorema de deformacion
Supongamos que f es una funcién analitica sobre un conjunto
abierto G y que 7 y 71 son curvas suaves a trozos en G.

(i) Si~o y 71 son trayectorias de zp a 21 y son homotopicas en
G con puntos finales fijos, entonces:

/vof_ 71f'

(ii) Si~p y 1 son curvas cerradas homotépicas como curvas
cerradas en GG, entonces
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Definicion (Indice de una curva)

Dada v una curva cerrada en C y zp € C un punto que no esté
en v se define el indice de =y con respecto a zy por

1 dz
I(v; 20) = /
.

211 zZ— 20

Decimos que v se enrolla alrededor de zg, I(7y; zo) veces.

Observacion: Si zp no se encuentra en yp 0 1 y si Yo ¥ 71 son
homotopicas en C — {2p} entonces I(vo; z0) = I(7; 20)
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Teorema (Foérmula integral de Cauchy)

Dada f una funcién analitica sobre una regién A y v una curva
cerrada en A que es homotopica a un punto, y sea zyp € A un
punto que no esté en . Entonces

L[ 1)
Zo) I (7v; 29) = dz
etz = 5 |

211 Z— 20
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Diferenciabilidad de Integrales del tipo Cauchy

Supongamos que 7 es una curva en C y ¢ es una funcion continua
definida a lo largo de la imagen v([a, b]). Si definimos

G(z) = 1 /g(C) i
ol

T 2mi C—=z

entonces G es analitica en C — v([a, b]). De hecho, G es infinita-
mente diferenciable, con k—ésima derivada dada por:

" 2mi — z)ntl

G®)(z) k!/(gg(odg, k=1,2,3,...
v
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Formula integral de Cauchy para derivadas
Supongamos que f es analitica en una region A. Entonces to-
das las derivadas de f existen en A. Ademas, para zg € Ay
cualquier curva cerrada homotopica a un punto en A con zy & =y
se tiene que:

k!
FE (20)I (75 20) = A“ﬂ%dC, k=1,2,3,...

211 — Zo)

donde f*) denota la k—ésima derivada de f.
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Teorema de convergencia analitica

Tomemos un abierto A y una secuecia { f,, }en de funciones analiti-
cas definidas en A. Si f, — f uniformemente en cada disco cer-
rado contenido en A entonces f es analitica. Ademas f], — f’
puntualmente en A y uniformemente en cada disco cerrado en A

Closed disk = (21 Iz
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Algunos corolarios

(i)

(iii)

Si {gn }nen es una secuencia de funiones analiticas definidas
sobre un conjunto abierto A de Cy g(z) = > ", gn(z) con-
verge uniformemente en cada disco cerrado en A, entonces
g es analitica en Ay ¢'(z) = > .2, ¢’() puntualmente en
A y también converge uniformemente en cada disco cerrado
contenido en A.

Dada 7 : [a,b] — A una curva sobre una region A y f,, una
secuencia de funciones continuas definidas en v([a,b]) que
convergen uniformemente a f en y([a, b]) entonces:

ffa— 1, f

Si Y o7 gn(z) converge informemente en v, entonces pode-
mos intercambiar sumas infinitas por integrales:

L, X0 =, 0
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El teorema de Taylor

Supongamos que f es una funcién analitica definida en un abierto
A de C. Tomemos 2y € A y definamos el conjunto

Ari={z:]z—2| <r}, sir=o00, A, =A=C

Entonces para cada z € A, la serie
X r(n)(,
Z A 0) ( o — ZO)n
n!
n=0
converge en A, y

© £(n)(,
fay =3 T gy
n=0
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Ceros de funciones analiticas

En el teorema anterior, si f(*)(z) = 0, entonces f(z) = 0 en
D(zp; 7). Siasino lo fuese, existirfa un ntimero entero no negativo
mas pequeiio n tal que f((zp) # 0. Sin = 0 entonces f(zg) # 0.
Si n > 0 entonces f(z0) = f'(z0) = f"(20) = -+ = f" D(z) =
0, pero f(”)(zo) # 0. En este caso, decimos que f tiene un cero
de orden n en zj.

Decimos también que f tiene un cero de orden n si f(z) puede
factorizarse en una vecindad de zp como f(z) = (2 — 20)"p(2)
donde ¢ es analitica en una vecindad de zg y ¢(z9) # 0.
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Aislamientos de ceros

De lo anterior, notamos que como ¢(z) es analitica entonces es
continua en D(zp;7). Como ¢(zg) # 0 existe una p—vecindad de
2o en la cual ¢(z) # 0, con p < r. Como f(2) = (¢ — 20)p(2) en
D(zp; p). Por tanto, f no tiene otros ceros en ese disco mas que
zp. En este caso, decimos que los ceros de f son aislados

En resumen, tenemos lo siguiente:
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Teorema

Supongamos que f :  — C es una funcién analitica sobre un
conjunto abierto 2 en C y que zg € Q y consideremos el disco
abierto D(zp;r) C Q. Supongamos que f(z9) = 0. Entonces
exactamente una de estas dos cosas debe ocurrir:

(i) f(z) =0 para cada z € D(zp;7).

(ii) Existe un entero n tal que

f(z0) = f'(20) = f'(z0) = ... = f" V() = 0y f™(2) #£ 0.

En este ultimo caso existe una funcion ¢(z) analitica en D(zg; 1)
con ¢(z) # 0y f(2) = (2 — 20)"¢(2) para todo z en D(zp;7) y
un radio p > 0 tal que f(z) = 0 tnicamente en zy en el disco
D(z05 p).-
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Corolario (Aislamiento local de ceros)

Supongamos que f : Q — C es una funcién analitica sobre un
conjunto abierto 2 en C y que zp € ). Si existe una secuencia
{zn}nen de numeros distintos en ) tales que z, — zp cuando
n — o0y f(z,) = 0 para cada n € N, entonces f(z) = 0 para
cada z en el disco abierto méas grande centrado en 2y y contenido

en ().
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Teorema de expansion de Laurent.

Tomemos 0 < r1 < rg y 29 € C, y consideremos la region A =
{z € C:r <|z— 2| < r2}. Permitamos también que r, =0 o
rg = 0o (0 ambos). Si f es una funcién analitica en una region
A, entonces podemos escribir a f para z € A como sigue:

oo

) = Ym0+ X
n=0 n=1

donde ambas series convergen absolutamente en A y uniforme-
mente en los conjuntos de la forma B, ,, = {z:p1 < |z — 2| <
p2}, donde r; < p1 < p2 < ro. . Esta serie para f es llamada serie
de Laurent o expansion de Laurent alrededor de zg en el anillo A.



Preliminares

Teorema de expansion de Laurent (continuacion).

Si v es un disco alrededor de zg con radio r, donde r; < r < 7o,
entonces los coeficientes estan dados por

_ 1 f(©) _
an = 2m/(c_)dg n=20,1,2,...

/f 20)" Vd¢ n=1,2,.
27rz
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Singularidades aisladas.

En el teorema anterior, cuando r; = 0 se tiene que f es analitica
en {z:0 < |z — 29| < ra}, la cual es una ro—vecindad deleteada
de zp, y decimos que zy es una singularidad aislada de f. Por
tanto, podemos expandir en series de Laurent a f como sigue:

f()= ) an(z—2)"
_ by 2
= .. +—+.. .+ +ap+ai(z—z0)+a(z—20)“+...
(z — zo)" Z— 29

donde hemos tomado b, = a_,,
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Clasificacion de puntos singulares.

1. Si zg es una singularidad aislada de f y si todos menos un
nimero finito de los b, son cero, entonces zq es llamado un
polo de f. Si k es el mayor entero tal que by # 0, 2 es
llamado un polo de orden k. (Para enfatizar que k # oo,
algunas veces se dice que zy es un polo finito de orden k).
Si zp es un polo de primer orden (k = 1), tambien decimos
que es un polo simple.

2. Si un ntimero infinito de los b;’s son distintos de cero,
entonces zg es llamado una singularidad esencial. (algunas
veces este 2 es llamado polo de orden infinito). “Polo"
siempre significard un polo de orden finito.
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Clasificacion de puntos singulares.

3. Decimos que b; es el residuo de f en 2y y escribimos
by = Res(f; 20)

4. Si todos los by’s son cero, decimos que zg es una singularidad
removible.

5. Una funcién que sea analitica en una regién A, excepto para
polos en A, es llamada meromorfa en A. La frase “f es una
funcion meromorfa” significa que f es meromorfa en C.
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Proposicion.
Dada una funcion analitica definida en una regiéon A y que tenga
una singularidad aislada zy, entonces
1. zp es una singularidad removible si y s6lo si cualquiera de las
siguientes condiciones se cumple:
(a) f es acotada en una vecindad deleteada de zg.
(b) lim,_,,, f(z) existe.
(¢) lim,_,,,(z — 20) f(2) = 0.
2. zp es un polo simple si y solamente si lim,_,.,(z — 20) f(2)
existe y es igual a cero. Este limite es igual al residuo de f en
20-
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Proposicion (continuacion).

3. zp es un polo de orden < k (o posiblemente una
singularidad removible) si y so6lo si cualquiera de las
siguientes condiciones se tiene:

(a) Existe una constante M > 0 y un entero K > 1 tal que

) < 2

~ |z — 20lF

en una vecindad deleteada de zg.
(b) lim,_,,,(z — z0)**1f(2) = 0.
(¢) lim,_,., (2 — 20)F f(2) existe.
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Proposicion (continuacion).

4. zp es un polo de orden k£ > 1 si y sélo si existe una funciéon
analitica ¢ definida en una vecindad U de zq tal que

U—- {ZO} C A, ¢(ZO) 7é 0,y

para todo z € U, z # 2.
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Proposicion.
Supongamos que f y g son analiticas en una vencidad de zy con
ceros alli de orden n y k respectivamente. (Tomemos el orden
como 0 si la funcion no es 0 en zp). Hagamos h(z) = f(z)/g(z).
Entonces

1. Si k > n, entonces h tiene un polo de orden k — n en zj.

2. Si k = n, entonces h tiene una singularidad removible con
limite no cero en z.

3. Si k < n, entonces h tiene una singularidad removible en z,
y haciendo h(zp) = 0 se obtiene una funcién analitica con
un cero de dorden n — k en zj.
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Proposicién.

Si g(z) y h(z) son analiticas y tienen ceros del mismo orden,
entonces f(z) = g(z)/h(z) tiene una singularidad removible en
20.

Proposicion.

Supongamos que ¢ y h son analiticas en zy y asumamos que

9(z0) # 0, h(20) = 0y F'(20) # 0. Entonces f(z) = g(z)/h(z)
tiene un polo simple en zg y

g(20)
W (20)

Res(f;20) =
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Proposicion.

Supongamos que g(z) tiene un cero de orden k en zy y que h(z)
tiene un cero de orden k + 1. Entonces g(z)/h(z) tiene un polo
simple con residuo dado por

g(k) (20)

g. _
Res <*,ZO> = (k - ].)W)(ZO)

h
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Proposicion.

Supongamos que g y h son analiticas en zp, con g(zo) # 0, h(z9) =
... = h () = 0y h®)(z) # 0. Entonces g/h tiene un
polo de orden k y Res(g/h; z0) = (k!/h¥)(29))F x A, siendo A el
siguiente determinante:

h(k)(m)
0 0 = 0 9(z0)
Rt (Z ) h¥(z0)
0 e 0 1)
Ek+1) ( k; (k) o
k+2 k+1 k
(20)  BFD(z)  BW(z) 0 0@ (2)
(k+2)! (k+1) k!
h(2k—1)(20) h(2k—.2)(20) h(2k—.3)(20) . h(k+1)(zo) g(k—i)(ZO)
k-1 (2k—2)! (2k—3)! G+ (k-1
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Resumen de criterios. Supongamos que g y h son analiticas
en zg y que f tiene una singularidad aislada.

Type of
Function Singularity Residue at zp

lim (z — z0)f(2) = 0 removable
e

g and h have zeros enioable
simple pole
simple pole
simple pole
second-order pole

second-order pole

second-order pole

where pale of order k

by
lim L(—-
pole of order &k s—z0 (k—1)! 5
where ¢(z) = (2 A'ZQ)’“E

¢ has zero of order {,
h has zero of order k + [

9(20) # 0, h(z0) =
L= RE1(ag) pole of order & see Proposition 4,17
=0, k& 0
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Teorema del Residuo.

Dada una regiéon A con z1, 29, .. ., 2, € A n puntos distintos en A
y f una funcion analitica en A — {21, 22,...,2,}, esto es, f una
funcién analitica sobre A, excepto para singularidades aisladas
Z1,...,2n. Sl esuna curva cerrada en A homotopica a un punto
en A tal que z; € 7, entonces

n

[ #a)dz = 2mi Y IRes(fi 11 (i 2)
:

i=1



Continuacion Analitica

Teorema (Principio de la continuacién analitica -
teorema de identidad)

Supongamos que f y g son funciones analiticas definidas en una
region A. Si existe una secuencia {z, }nen de puntos distintos de
A que convergen a un punto zp € A y tal que f(z,) = g(z,) para
todo n € N, entonces f = g en todo A. La conclusion es valida,
en particular, si f = g sobre alguna vecindad de algin punto de

A.




Teorema (Principio de la continuacion
analitica - teorema de identidad)

Prueba:

Hagamos h(z) = f(z) — g(z). Como f y g son analiticas en A
entonces h es analitica en A. Por hipotesis existe una secuencia
{2zn}nen de numeros distintos que converge a zp € A. Notemos
que h(zn) = f(zn) — g(zn) = f(zn) — f(zn) = 0. Se cumplen
entonces las hipotesis del corolario de aislamientos de ceros y por
tanto h(z) = 0 en D(zp;7), con r el real mas grande tal que
D(zp;7r) C A.




Teorema (Principio de la continuacion
analitica - teorema de identidad)

Prueba (continuacion):
Veamos que en efecto, h(z) = 0 en todo A. Para esto, definamos
el siguiente conjunto

Q={z€ A:hes0 en una vecindad de z}

Se probara que B es un subconjunto abierto y cerrado relativo
a A. La conexidad de A implicard que A = € y por tanto el
resultado requerido: f(z) = g(z) en todo A.

Q es no vacio pues h(z) = 0 en D(zp,r7) C A, en particular,
h(zp) = 0y asi, zg € Q.



Teorema (Principio de la continuacion
analitica - teorema de identidad)

Prueba (continuacion):

) es abierto: Tomemos w € ) entonces existe una vecindad de
w en la cual h(z) = 0, es decir, existe ¢ > 0 tal que para todo
z € D(w;e) , h(z) =0y por tanto D(w;e€) C €. Esto prueba que
) es un subconjunto abierto de A.

Q es cerrado: Para ver esto, tomemos una sucesion {wy, }nen de
elementos en {2 que converga a cierto z € A; esto es, w, — 2
cuando n — oco. Veamos que z € (2.

Puesto que A es una region, A es en particular abierto y por tanto
z € A =int(A). Aplicando nuevamente el corolario de aislacion
de ceros, como w,, — z y h(w,) = 0 entonces h(z) = 0 en cierta
vecindad de z. De esta manera, z € Q y asi, () es cerrado.



Teorema (Principio de la continuacion
analitica - teorema de identidad)

Prueba (continuacion):

() es abierto y cerrado: En lo anterior se ha probado que 2 es
clopen en A. Como A es conexo, los tnicos abiertos y cerrados
en A son Ay el . Pero se ha probado que  # (). Concluimos
que

A=Q={z€ A:hes0 en una vecindad de z}

De esta manera, z € A si y solamente si z admite una vecidad en
la cual h(z) =0, esto es f(z) — g(z) = 0 lo cual equivale a que

f(z) =g(z) paratodoze€ A



Teorema (Principio de la continuacion
analitica - teorema de identidad)

Corolario 1.

Los ceros (o mas especificamente, cuando se asume un valor es-
pecifico wg) de una funcion analitica f no constante son aislados
en el siguiente sentido:

Si f es analitica y no constante en una region A y f(zo) = wy
para un punto zg € A, entonces existe un niumero € > 0 tal que
f(2) no es igual a wy para cualquier z en la vecindad deleteada
{z:0< |z — 20| < e}

Prueba: Suponiendo que dicho épsilon no existe, f podria co-
incidir con la funcién constante definida por h(z) = wg por lo
menos en una secuencia de puntos que converja a zg. Por el teo-
rema de identidad f coincidiria con A en todo A y por tanto seria
constate. Una contradiccion.



Teorema (Principio de la continuacion
analitica - teorema de identidad)

Corolario 2.

Supongamos que f: A — Cy g : B — C son analiticas en las
regiones A y B. Supongamos que AN B # () y que f = g en
AN B. Si definimos

hlz) = g(z) sizeB

{ f(z) sized

entonces h es analitica en A U B y es la tinica funciéon analitica
en AU B que iguala a f (o a g). En este caso, decimos que h es
una continuacion analitica de f (o g).



Férmula de conteo de raices y polos

Teorema del conteo de raices y polos.

Supongamos que f es una funcién analitica definida en una regiéon
A excepto para polos en by, ..., by, y ceros en a, ..., a,, contados
con sus multiplicidades (es decir, si b; es un polo de orden k,
entonces b; se repite k veces en la lista dada, y similarmente para
los ceros a;). Supongamos que 7 es una curva cerrada homotopica
a un punto en A que no pasa a través de los puntos a; o b;.
Entonces

f'(2) MRS -
dz = 2w ; b)
/y f(z) 2me jgl](ry’a] ;I’% l




Teorema (Principio de la continuacion
analitica - teorema de identidad)

Corolario 2.

Supongamos que f: A — Cy g : B — C son analiticas en las
regiones A y B. Supongamos que AN B # () y que f = g en
AN B. Si definimos

hlz) = g(z) sizeB

{ f(z) sized

entonces h es analitica en A U B y es la tinica funciéon analitica
en AU B que iguala a f (o a g). En este caso, decimos que h es
una continuacion analitica de f (o g).



Férmula de conteo de raices y polos

Teorema del conteo de polos y raices:

Supongamos que f es una funcién analitica definida en una regiéon
A excepto para polos en by, ..., by, y ceros en a, ..., a,, contados
con sus multiplicidades (es decir, si b; es un polo de orden k,
entonces b; se repite k veces en la lista dada, y similarmente para
los ceros a;). Supongamos que 7 es una curva cerrada homotopica
a un punto en A que no pasa a través de los puntos a; o b;.
Entonces

f'(2) MRS -
dz = 2w ; b)
/y f(z) 2me jgl](ry’a] ;I’% l




Férmula de conteo de raices y polos

Prueba:

Definamos g(z) = f’(z)/f(z). Entonces g es analitica en todo A,
exceptuando los polos y los ceros de f. Supongamos que f tiene
un cero de orden k en a; y f' uno de orden k — 1, esto es

fa;) = f(aj) = f(a;) == f*V(a;) =0, fF(a;)#0
Flag) =1 (a) = = [f1%D(a;) =0, [f1*D(a;)#0

entonces ¢ tiene un polo de orden k — (k — 1) = 1 en a; (ie,
un polo simple). En este ultimo caso existe una funcion ¢(z)
en una vecindad deleteada U de a; tal que ¢(a;) # 0y f(2) =
(z — 20)*¢(2) para todo z en U.



Férmula de conteo de raices y polos

Prueba (continuacion):

De esta manera, utilizando la regla de la cadena

_ D) _ [-a)e)

f(2) (2 —a5)*o(2)

9(2)

Esto verifica que de hecho, a; es un polo simple y que

Res(g.a;) = k



Férmula de conteo de raices y polos

Prueba (continuacion):

Ahora, supongamos que b; son polos de orden k. Por definicién,
en el teorema de expansion de Laurent, d,, = 0 para todo n > k
y por tanto

dg

f(Z) = m—’— z_bl+nz%cn
= z—bl derz—bl +chz—bl”+k
_ ¥
a (Z—bl)k

con Y(z derz—bl +chz—bl"+k



Férmula de conteo de raices y polos

Prueba (continuacion):

De esta manera, cerca de los b; tenemos:

e

g(z) =

(z — b))k [w (2)(z — b)* — ky(2)(z — by)*1
T,Z)(Z) (Z — bl)
_ o) R = )P ()

- (z — by)2k V) (z — b)Y (2)
.k P (2)
EREC)

Por tanto, Res(g,b;) = —k



Férmula de conteo de raices y polos

Prueba (continuacion):

Por hipétesis, v es una curva cerrada homotépica a un punto
en A y que no pasa por los puntos de singularidad. Por tanto,
aplicando el teorema del residuo se tiene que

/ ') 4, — omi > Res(g,a;)I(v;a;) + Y Res(g, br)I(v; br)
v f(z) j !

de lo cual

: f(z)dZ—Q i ;I(%aj ;I v; br) [ |



Calculo de la variacion del argumento sobre
una curva cerrada

Para una curva cerrada v y un punto zg que no esté en v, el
cambio en el argumento de z — zp cuando z se mueve en vy es
2m1(7y; z0) y se escribe A, = 2m1(7; 29)

Ayarg (z —z)) =27

Figure 6.2.1: Change in the argument of z — when the two curves are traversed.




Calculo de la variacion del argumento sobre
una curva cerrada

Queremos ahora calcular argf((t)) a medida que t varia de a a
b, si vy : [a,b] — C entonces nos fijaremos en la diferencia

argf(y(b)) — argf(vy(a))

Equivalentemente, haciendo 4 = f o, computamos A5 arg z.

Definicion: Dada una funcién analitica en una region A y « una
curva cerrada en A homotépica a un punto y que no pase a través
de ningun cero de f, se define

Ay arg f:=2m-I(f o;0)



Principio del argumento

Teorema (Principio del argumento).

Tomemos una funcién analitica f definida en una region A ex-
cepto para polos en by,...,b,, y ceros en aq,...,a, contados de
acuerdo a su multiciplidad. Supongamos también que v es una
curva cerrada homotépica a un punto y que no pasa a través de
los aj o b;. Entonces

A, argf =2m ZI(%%’) - ZI(%bl)

j=1 =1



Principio del argumento

Prueba:
Por el teorema de conteo de polos y raices, sabemos que

f/(z) . n . m
/Wf(z)d2—2 i ]z::ll(’y,aj ;I v; br)

Luego es suficiente probar que

1A, argf = /7 {;((ZZ)) dz

pues f no tiene ceros o polos sobre ~.




Principio del argumento

Prueba:
Por otro lado, recordemos que para una curva cerrada 4 en C y
un punto zg € C definimos el indice de v en zg como

- 1 dz - dz
I(¥; 20) / = 27I(%; 20) :/
v

2w Js 2 — 2 52— 20

Aplicando esto con ¥ = f oy y 29 = 0, tenemos:

dz

Z‘A'yarngQﬂ'Z‘-I<fO’y;0):/ .

foy

Basta entonces aplicar la definiciéon de integral de contorno dada
la curva parametrizada cerrada v : [a,b] — C



Principio del argumento
Prueba (continuacién):

iA, argf =

Lo cual prueba el resultado:

A, argf =2m |:Z I(v;a5) — ZI(”y;bl)]
Jj=1 =1
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